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La methode d8wiloppbe dans ce document et les rdsultats présen- 
t4s en exemple montrent la ndcessitb d'utiliser une technique adé- 
quate pour calculer la projection de la cime d'un arbre sur un plan 
horizontal. L'arc enveloppant qui joint circulairement deux rayons 
voisins, en devlent le prlnclps. Cette approche se concrhtise par 
las coordondes polaires dans des Bquatlons trigonom8triques. 
Par leur inthration, ces relations expriment la surface d'un secteur 
selon un angle particulier entre deux rayons dlffbrents. La prlnci- 
pale formule B retenir est celle-cl : 

El rnbtodo desarroflado en este docurnento y los resultados 
prssentados en ejemplos muestran la necesidad de utlljz~r una 
thcnica adecuada para calcular ia pmyecci6n de ia cime de un 
g r h l  sobre un plano horizontal. E l  principio de dicho rndtodo se 
apoya en el arce envolwnte que une circulermente dos radios 
vecinos. Esta aproximacibn se concreta en la utilizacidn de 
coordenadas polares en las ecuaciones trigonom8fricas. Una ver 
Integradas, aslas ecuaciones exprgsan la superticle de un sector 
segun un dngulo particular entre dos radios diferentes. La fdmula 
principaf que hay que recordar es la sigulente : 

Palabras ckves : proyecclbn verElcaE, cima, radio, geometria. 
Mots-clés : projection verticale, clme, rayon, g8ornétrie. 

Tha meihod developed h this reporl and t h  awamples presented 
show the necessrty of using an appropriale technique forastimiing 
the cmwn projection onto a horizontal plane. So, ihe circular arc 
which links two neighbouring radii, s e m s  es a generel principle. 
This approach is further developed by polar çmidinates in the trigo- 
nomelric functions. These squations stand for the area of a sector 
depending on a particular angle between two dihrwnt radii. The 
most importent fomuEa to remembsr is : 

Key words : w~icalprojectlon, tree crown, radius, geometiy. 

Powlenchnla #uiu karony dnewa. Metoda prezentowana w 
tyrn artykule oraz rezultaty pnytoczone jako przykiad wskazujq ne 
koniecznoSC uiywania srczegdlnej techn~kl w ceEu obiiczenia 
powierzchnl rzutu pionewego korony drzewa. OkreSlen~e Irnii 
krzywe] kt6ra Iqczy dwe sqsrednre promienie jest poâstawq tel 
zasady (metudy). Spodb ten polega na rastosowaniu 
wspwrapdnych biegunowych w rdwnaniach trygonometrycznych. 
Przez ich pdqczenie, obliczamy pow~nchnie pdnego wycinka 
(sektora) w d u g  kqta zawarfego rniqdzy dwoma pmrnienisrni 
rofnej ûhg06ci Oto podsiawowe rdwnanie okreslajqce fq 
metode : 

Shwa klucrowe: rzut pionowy, komna dnewa, promi&, 
geometria. 
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Des valeurs partlculi&res constituent le tableau suivant 

Ca texte rdpond A une consultation de coll8gues 
chercheurs concernant le c~tlcul de la surface qui est obte- 
nue par la projection verticale de la cime d'un arbre. Cette 
demande particuli8re de ne traiter que l'aspect rnathémati- 
que se restreignait h huit rayons rhgulisrs autour du pred 
de l'arbre. Deux rayons voisins s'bcartent alors de 45", soit 
(~14) radian. Une prdsentation m'a permis d'expliquer la 
solution sous forme de formules à un groupe d'intt3ressbs. 
Le principe de base constituait la courbe d'allure circulaire 
entre les rayons variables. Deux autres dhnarches sont 
aussi consid6r6es 4 titre de comparaison puisqu'elles sont 
parfais utilis8es. Cette note prdsante une approchs 
gbnkrale. 

II s'agit de ddtermlner l'aire de la cime qui se trouve proje- 
t$e sur un plan horizontal. II y a ainsi un nombre quelcon- 
que u n n de secteurs avec divers rayons r, en cm et diffé- 
rents angles O ,  en radians qui couvrent tout le pourtour de 
l'arbre comme la figure 1 le montre. La somme des angles 
atteint fa valeur 2x : 

De plus, comme le pdrimdtre est ferm6, le rayon r, oriente 
vers le nord sert de côté autant pour le premier secteur 
que pour le dernier : r, = an+, . 

Courbe d'allure circulaire 

La courbe d'allure circulaire joignant deux rayons voisins 
s'exprime par une varlabla p en fonction de la variable u 
sous la forme suivante : 

2 2 2 2 pi = r ?  cos u +q, ,  sin u 

avec rnin(rj,q+,) < pi 5 m a x ( q , r i + , ) ,  

Un exemple se trouve la figure 2, dont l'angle u est exprimd 
Qn degres plutdt qu'en radtans pour qu'on puisse mieux 
comprendre : le hasard a permis que les rayons r, et r, 
appartrennent B la meme droits, Des quantites anribu6es 
aux angles et aux rayons se trouvent dans le tableau A la 
fin du texte. 

u sin u cos u Pl 

O O 1 '1 

Si tous les rayons sont égaux, c'est-Mire r, = r, pour tout 
entier i compris entre 1 et n , ceci se traduit par : 

I;. = rl , Y i  E {l, 2 ,  ..., n} , 

alors 

2 p: = r,Z cos2 u + rf sin u 

= r: . 

II taut maintenant relier l'angle 0, du im secteur avec la 
variable independente u . En dhfrnissant une variable 
angulaire w par : 

o s w s e ,  

et la variable continue u par 

7tW 7E u = - avec du = - d w ,  
28, 28, 

l'intervalle 

O 5 U 5 nt2 

se vdrifie selon le tableau suivant 



L'équation de la variable p,  se transforme alors : 

1 7r/2 el r: u 1 . Les intégrales indéfinies pour les carres du sinus et du CO- - - [; + - sin 
+ 

[ I  - - 
sin 2u 

sinus se presentent sous la forme : R 4 4 

u sin 2u 
js in2u du = - - - + c 

2 4 

u sin 2u 
u du = - + - + C 

2 4 

Elles sont tirees des numeros 141 et 142 B Fe page 662 du 
livre de GranviHe et mll. (1 962). 

5) SI = L( 
Par la suite, il s'agit d'ktablir les formules pour déterminer 4 r! + 2 )  
la surface en cm2 sous la courba pour un secteur. II suffit 
d*en choisir un, puis de génbraliser le processus pour les Si n = 7 (secteur), alors O, = 2n et 
autres. La surtace correspondante S, du premier secteur 
(i = 1) devient : 

4 

avec 9, = 40" = 2n19 dans l'exemple 

(p. 322 dans Granville et mil. 1 962) 

0 1 
= -(z r : )  car il = rz 

4 

Cette dernière expression reprdsents la surface du cercle à 
rayon r,, ce qui semble logique ! 

L'aire S sous la crme avec n secteurs s'exprime par la 
O formule : 

*! tin2[$)lg 1 Celle-ci constitue le point central de cette note. 
27t 





u en degrés 

Figure 2. Rayon p, en cm selon l'angle u de l'arc circulaire entre deux rayons diffbrents : r, = 350 et r, = 375 . 

Pour le cas particulier où les angles des n secteurs 
sont égaux : 

2ir 8 .  = -, 
n 

l'aire totale devient : 

ou l'expression 

calcule le carre de la moyenne quadratique des rayons qui 
prennent gdndralernent diverses valeurs pour mieux s'ajus- 
ter B la configuration irrégulière de la cime. II amve parfois 
que Te diamdtre soit mesurd au lieu du rayon. Pour autant 
que Fa tige occupe k centre du dlamdtre, r l  faut alors ajuster 
ces particularités A la présenta approche génhrale. 

en rappelant que r, = rn+, 



Courbe elliptique 

II y a lieu de &fier la pertinence d'une courbe envelop- 
pante sous la forme d'une ellipse, pour mieux caractériser 
la projection d'une cime. 

Soit r, k demi-axe vertical de l'ellipse et - a le derni- 
axe horizontal qui se trouve inconnu. 

Le rayon r, connu relie le centre A un point de la courbe 
selon un angfe 0, avec la verticale r, comme le montre la 
figure 3. 

La formule de l'ellipse s'exprime sous la forme suivante : 

2 a rf 
r 2 =  * . *  

r, sin 0, + a cos2 

où le rayon prend te carré ; il y a lieu de se référer B la 
page 285 de Zwillinger (1 996). 11 faut cependant y obsewer 
que si un seul des deux rayons (a ou r,) se trouve A zero, le 
résultat r, reste nul pour toute valeur d'angle. Ceci indique 
qu'une mesure prise dans un secteur sans cime priverait 
l'arbre de toute aire dans l'angle choisi 0, , aucune courbe 
ne la reliant au sommet de I%autre rayon. II y aurait diseon- 
tinuité. 

En isolant l'inconnue 11 a ~l de I'Bquation pr6c6dente 

Figure 3. Ellipse avec demi-axes r, et a 

le demi-axe horizontal est maintenant déterminé. Cette dernière expression : 

Pour O < 8, 2 ~ 1 2  , la valeur de - a * est déiinie. Pour 
0, = O, il existe une indetermination : 

2 2 . 2  2 s i n  O 
u = 2 = O  'i2 - .$ cos e, 

mnsid8re que les deux demi-axes de Ikllipse sont égaux ; 
ceci designe alors un cercle de rayon r, . 
Cependant, si la projection de la cime forme rkellement une 
ellipse de demi-axes a et b, sa superficie s'exprime alors 
par : 

puisqu'alors ,: = ,f . II s'agit de lever cette IndAtermina- E=ï tab  ; 

tion en derivant le nimdrateur et le dhnominateur par rap- l'aire du cercle Bquivalent K P indique un rayon sans biais : 
port à q, : 

r = Jab . 

Cette façon se trouve d4jA utiljsda pour calculer le DHP 
d'un arbre en mesurant deux diamètres perpendiculaires : 
la moyenne g8om8trique. 



Si 0, = ~c et si r, = r, , on se retrouve dans l'indétermina- 

tion précedente où a = rf , soit un cercle. Par contre, si 

O, = rr mais r, ;t r, , ce n'est plus une ellipse puisque les 
deux demi-axes d'un meme axe se trouvent différents. Donc 
l'ellipse ne convient pas 4 ce genre de problbrne pour la 
projection de la cime d'un arbre sur un plan horizontal. 

Approches diftérentes 

La surface d'un triangle où un segment droit unit les som- 
mets, lorsque l'angle au centre et ses deux ~ 6 t h ~  sont con- 
nus, est : 

L'approcha des triangles constitue pourtant une bonne 
approximation de la surface de projection de la cime si le 
nombre n de triangles devient trés grand. Toutefois, les 
mesures de cime se révéreraient vite trop ondreuses ... La 
différence d'aire entre le secteur et le triangle au centre 
correspond h la superficie comprise entre l'arc et la corde. 
C'est pourquoi l'approche par secteur s'avère plus prkcise 
que celle par triangle. 

La superficie A n de la projeetion, lorsque la moyenne 
arithmhtique des rayons sert à calculer le cercle corres- 
pondant sans consid&rer les angles, s'exprime par les 
formules suivantes : 

Si cet angle est plat : O, = ~c , le triangle se r6duit au 
segment forme par les deux côtés et la surface se trouve 
nulle. 

La somme de ces n triangles devient 

Cette expression devient l'aire du cercle de rayon moyen. 

Exemple avec (n = 8) rayons " 

Ainsi les aires en cm2 s'expriment selon chaque approche 

secteurs S = 383 450,47 

triangles T = 337 71 7,97 

moyennearithmbtique A=382101,12 

0, 0, 6, I l  

(cumul) (radians) 
SI Tl 

(degres) (4 (secteur) (triangle) 
(degrés) (cmP) (cm2) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

somme 

moyenne 

l II faut se rdfdrer A la figure 1. 




